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Opakovani logiky a logickych systému

Logika je naukou, ktera se zabyva studiem lidskeho uvazovani.

Mezi zakladni ulohy logiky patfi nalézani metod spravneho
usuzovani, tedy postupu, které dovoluji prechazet od poznatku,
jejichZz pravdivost byla ovérena, k poznatkim novym, vyplyvajicim
a takeé pravdivym.

Dva zpusoby poznavani skuteCnosti:
1. primy (empiricky)
2. neprimy (teoreticky)

Metody teoretického poznavani — vyplyvani — zkouma logika. Jsou
zalozeny na odvozovani novych poznatku z poznatku jiz ziskanych.
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Opakovani logiky a logickych systému

Zjistené poznatky jsou zaznamenavany vhodnym jazykem, u néjz
byva stejné dulezita syntax i sémantika. Jazyky logickych poctu
(kalkuld) umoznuji presné a usporné vyjadrovat poznatky
| formalizovat usuzovani.

Ze symbolu abecedy jazyka vytvarime podle syntaktickych pravidel
slova. Spravne vytvorena slova nazyvame formule. Mezi symboly
jazyka patfi uzus oznacovani promennych (je zcela specialni) a dale
symboly pro oznaceni logickych funkci.

Nové poznatky Ize odvodit dvéma zpusoby:
|. dedukci
ll. indukci
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Opakovani logiky a logickych systému

Dedukce je proces usuzovani, v némz se od predpokladu (premis)
dochazi k zaveru z techto premis vyplyvajiciho. Usuzovani je vzdy
jisté (= prokazana pravdivost), jde o zakladni postup pri dokazovani.

Dikazem je konecna posloupnost formuli vedouci k zavéru.

Zpusoby dokazovani:

1. Formule tvorici vychozi soubor jako pravdivé definujeme =>
axiomy

2. Pravdivost formuli dokazeme pomoci pravidel spravného
usuzovani z tzv. premis (predpokladu)

Pfi pouziti souboru axiomu musi tento soubor byt uplny a beze-
sporny. Formule, které takto dokazujeme, nazyvame teoremy (véty).

© Lucie Kolougkova, Tomas Sladek, Vaclav Matousek / KIV

Uvod do znalostniho inZenyrstvi, ZS 2024/25 OL-4



Opakovani logiky a logickych systému

Indukce spociva v odvozovani obecného poznatku z fady poznatku
specialnich. Induktivni metody jsou spojovany s empirickym
poznavanim.

Uplna indukce x neuplna indukce

Pr.. Mejme tvrzeni: Vsichni sourozenci pana XY maji krevni
skupinu Ao.
Dukaz: Odebereme panu XY i (vS8em) jeho sourozencum krevni
vzorek, provedeme rozbor a jsou-li vSechny vzorky skupiny
Az, pak je tvrzeni dokazano.
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Opakovani logiky a logickych systému

Vyrokova logika
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Opakovani logiky a logickych systému

Nejjednodussi logikou je vyrokova logika.

Tvrzeni, o kterych ma smysl rozhodovat, zda jsou pravdiva,
nazyvame VyroKy.

Vyrok, ktery nelze dale rozlozit na vyroky jednodussi, je tzv.
elementarni vyrok.

Pr.. , Tri plus ctyri”— neni vyrok, nema smysl| urCovat jeho pravdivost
» 111 plus Ctyri je sedm” — elementarni vyrok (nelze jiz rozlozit)
, 111 plus Ctyri je sedm a jedna plus pét je sest” — slozeny vyrok

Vyrokova logika se nezabyva vnitrni strukturou elementarnich
vyroku, zajima se pouze o to, zda vyroky nabyvaji jednu ze dvou
moznych pravdivostnich hodnot — pravda, nepravda (true, false
nebo 1 a 0).

© Lucie Kolougkova, Tomas Sladek, Vaclav Matougek / KIV
Uvod do znalostniho inZenyrstvi, ZS 2024/25 OL-7



Opakovani logiky a logickych systému

Elementarni vyroky lze proto nahradit libovolné zvolenymi symboly
=> vyrokovymi promennymi. Z téchto symboll muzeme dale tzv.
logickymi spojkami a v pripadé nutnosti téz zavorkami vytvaret
slozene vyroky.

Logickymi spojkami (7, A, v, —, <) budeme zapisovat logicke
funkce negace, logického soucinu (konjunkce), logického souctu
(disjunkce), podminéného soudu (implikace) a logické rovnosti
(ekvivalence). Toto jsou zakladni funkce, jimiz Ize popsat jakykoli
VYrok.
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Opakovani logiky a logickych systému

Jazyk vyrokove logiky

Zavedenim vyrokovych promeéennych, logickych spojek a zavorek
jsme vymezili symboly pouzivane jazykem vyrokoveé logiky. Kazda
posloupnost téchto symbolu vSak nepatfi do jazyka vyrokové logiky
(napf. A A — B atd.). Je treba dodrzovat syntax jazyka.

Korektneé vytvorene vyrazy jazyka vyrokové logiky budeme nazyvat
vyrokove formule.

Jejich syntax vymezuje nasledujici definice:
Oznacme V={", A, v, —, <, (,), A, B, C, ...} abecedu jazyka
vyrokove logiky, kde A, B, C, ... oznacuji vyrokove promenne.
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Opakovani logiky a logickych systému

A plati:
1. Kazda vyrokova promenna je vyrokovou formuli.
2. Jestlize A a B jsou vyrokové formule, pak také (= A4), (A A B),
(Av B), (A— B)a (A< B)jsou vyrokove formule.
3. Zadné jiné vyrokové formule neZ podle bod(l 1 a 2 neexistuiji.

Jazykem vyrokové logiky nad abecedou V potom nazyvame
mnozinu vSech vyrokovych formuli spravné vytvofenych ze symbolu
abecedy V.

Existuji vyrokove formule, které jsou identicky pravdive, tj. pravdive
pro jakekoli pravdivostni hodnoty prirazené promennym vyskytujicim
se ve vyrokové formuli. Takovéto formule nazyvame vyrokoveé
tautologie.
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Opakovani logiky a logickych systému

Prikladem vyrokovych tautologii jsou vyrokové formule
((AAB) < (CAvV B))),
((Av B) < (AA~B)))

které jsou znamy jako de Morganovy zakony pro upravu vyrokovych
formuli.

Formule, ktera je identicky nepravdiva, se nazyva kontradikce. Dale
plati, Ze je-li formule A kontradikce, potom - je tautologie.

Jestlize formule A < B je vyrokovou tautologii, fikame, Ze formule
A a B jsou logicky ekvivalentni.

Libovolnou vyrokovou formuli muzZeme posoudit (vyhodnotit)
pravdivostni tabulkou. To je vlastné metoda uplne indukce.
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Opakovani logiky a logickych systému

Pr.. Vyhodnoceni slozeného vyroku pravdivostni tabulkou — budiz
dan slozeny vyrok: (AA(™B)) > C) > (Av ()

>

BC AA(B) (AA(-B)>C AvC ((AA(-B))—>C) = (AvC)

000 0 1 0 0
001 0 1 1 1
010 0 1 0 0
011 0 1 1 1
100 1 0 1 1
1101 1 1 1 1
110 0 1 1 1
1111 0 1 1 1
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Opakovani logiky a logickych systému

Rekneme, Ze vyrokova formule B vyplyva z formule A, kdyz
formule B je pravdiva vzdy, kdyz je pravdiva formule A.

Jestlize formule B vyplyva z formule A (zapiseme A [ B), pak
formule A — B je vyrokovou tautologii.

Formuli A nazyvame antecendent nebo premisa a formuli B
konsekvent nebo také konkluse (zaver).
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Opakovani logiky a logickych systému

Z definice logického vyplyvani a z vlastnosti implikace muzeme
odvodit dvé formulace véty vyznamné pro dokazovani:

1. Formule B logicky vyplyva z formuli ‘A1, Ay, ..., Ax tehdy a jen
tehdy, kdyz formule (A1 A A2 A ... A A) — B je vyrokovou
tautologii.

2. Formule B logicky vyplyva z formuli A1, Ay, ..., Ax tehdy a jen
tehdy, kdyz formule (A1 A Az A ... A Ax A 7B) je vyrokovou
kontradikci.

Z logickeho vyplyvani lze take odvodit dalsi vyznamné pravidlo
spravného usuzovani, a to pravidlo odlouceni neboli pravidlo

modus ponens, které fika, ze jsou-li formule A a A — B
vyrokovymi tautologiemi, pak i formule B je vyrokovou tautologii.
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Opakovani logiky a logickych systému

Pravidlo modus ponens nam dovoluje odvozovat dedukci. Zvolime
nékteré vyrokové formule za axiomy jazyka vyrokove logiky. Pokud
vybereme jako axiomy vyrokove tautologie, umime pravidilem modus
ponens odvozovat dalsi vyrokove tautologie.

Jednim z takovych moznych systému axiomu je nasledujici soubor
formuli:

(A — (B —-A)) (6.1)
("B —>"A) — ("B —> A) > B)) (6.3)
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Opakovani logiky a logickych systému

Tyto axiomy jsou tautologiemi a obsahuji pouze dve zakladni logické
funkce — negaci a implikaci. Zbyvaijici tfi lze pomoci nich definovat
takto: A A B jako (~ (A — ~B))

A v B jako ((A) — B)

A < B jako (A — B) A (B—-A))
Formule ziskané dedukci z axiomu nazveme formalné dokazatelné.

Kazda formalne dokazatelna formule jazyka vyrokoveé logiky je
vyrokovou tautologii, protoze axiomy (6.1) az (6.3) jsou vyrokove
tautologie a pravidlo modus ponens vede od tautologii opet
kK tautologiim.

Kromé toho Ize dokazat, ze uvedeny soubor axiomu (6.1) az (6.3) je
uplny v Sirokém smyslu Ci podle Godela, tj. kazda formule, ktera je
tautologii, je z nej formalné dokazatelna.
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Opakovani logiky a logickych systému

Poznamka: Jsou i jiné moznosti, jak zvolit axiomy vyrokové logiky. Obecné
|ze pak jeden systém axiomu odvodit z druhého, protoze vSechny axiomy
jsou tautologie a kazda tautologie je formalné dokazatelna z néjakého
axiomu.

Formule, které zachycuji dalsi poznatky a byly ziskany odvozo-
vanim, nazyvame (logicky) pravdivé formule.

V odvozeni pravidla modus ponens jsme vychazeli z faktu, ze A
a A — B jsou tautologie; podobnou uvahou se Ize presvédcCit, ze

plati i slabsi tvrzeni: jestlize formule /A a A — B jsou pravdivé
pro nejake prirazeni pravdivostnich hodnot vyrokovym promennym,
které se v nich vyskytuji, je pro stejné prirazeni i formule B pravdiva.

Tim ziskame pravidlo modus ponens platné pro logicky pravdivé
formule i pro vyrokové tautologie.
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Opakovani logiky a logickych systému

Pravidla pro upravy logickych vyrazu
(prehled ekvivalentnich formuli)

1. Feo G = (F—>6G)A(Gg - F)
2. F-G = " Fv g

3. FvgG = Ggv ¥F
Frg = gAF

4. (FvGg)vH = Fv((Gv H)
(FAG)AH = Fa(GnaH)

5. Fv(GArH) = (FvG)a(Fv H)
FAa(GvH) = (FaG)v(FaH)
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Opakovani logiky a logickych systému

Pravidla pro upravy logickych vyrazu — pokracovani
(prehled ekvivalentnich formuli)

6. Fvo = F
Farm = F
/. Fvme = =
FAao = o

<
>
d
<
Il
[l

9. ~(~F) = F

10. “(Fv G) = “Fa-gG
“(FAG) = ~Fvag
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Opakovani logiky a logickych systému

Teorie a modely jazyka vyrokove logiky

Zvolime néjaky soubor axiomu vyrokové logiky, napf. axiomy (6.1)
az (6.3). Pfidame-li k témto axiomum nékteré dalSi pravdivé formule
(mimologické axiomy), muzeme dedukci odvozovat dalSi formule
(poznatky). Ty budou pravdivé ve vSech mnozinach, ve kterych jsou
pravdivé dané mimologicke axiomy.

OznaCme T nejakou mnozinu formuli jazyka vyrokoveé logiky; tyto
formule zahrneme do jazyka jako mimologické axiomy. Mnozinu T
pak budeme nazyvat teorii jazyka vyrokové logiky.
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Opakovani logiky a logickych systému

Dukazem formule ‘A z teorie T je konecna posloupnost formuli

takova, Ze jejim poslednim Cclenem je formule A a kazda

z predchozich formuli je bud axiom vyrokove logiky, patfi do T nebo
se ziska z predchozich formuli odvozenim (aplikaci pravidla modus
ponens).

Potom rfekneme, ze formule ‘A je formalné dokazatelna z teorie T,
resp. A je teorém v T, a zapiseme ji T | A . Pokud T = @, piseme
F A aformule A je formalné dokazatelnou formuli jazyka vyrokové
logiky (a vyrokovou tautologii).

Teorie T je sporna, jestlize Ize najit néjakou formuli /A takovou, Ze
TFA a T }F-A. V opatném pfipadé se teorie nazyva
bezesporna.
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Opakovani logiky a logickych systému

Dulezitou vlastnost odvozovani popisuje tzv. véta o dedukci:

Jestlize TU(A) | B, pak T }(A— B),kde A a B jsou formule
vyrokove logiky.
Dukaz véty o dedukci vychazi z dané soustavy axiomu.

Veétu ilustruyme nasledujicim prikladem:
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Opakovani logiky a logickych systému

P
A

r..

1.

2. A

3. A—-(-B— A)

4, -A— (-B—> -A)

5. B—-> A

6. B—>-A

7. (-B— -A)— ((-B— A) — B)
8. (-B— A)— B

9. B

Odvoditelnost libovolné formule ‘B ze sporné teorie T={ A, 7 A}

MA1

MA2

axiom (6.1) — =B za B
axiom (6.1) - -Aza A
MP 1, 3

MP 2, 4

axiom (6.3)

MP 6, 7

MP 5, 8

Zaver: O formuli B nebyly ucCineny zadné predpoklady, Ize tedy ze
spornych axiomu A, =“A odvaodit libovolnou formuli B .
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Opakovani logiky a logickych systému

Zkoumame-li sémantiku jazyka vyrokové logiky, muzeme
abstrahovat od konkrétnich poznatki a nahradit je jejich
pravdivostnimi hodnotami. Prirazeni pravdivostnich hodnot vsem
symbolum abecedy jazyka vyrokové logiky nazveme modelem
tohoto jazyka.

Stejny model potom zastupuje vsechny soubory elementarnich
vyroku, které pfifazuji jednotlivym vyrokovym proménnym tutéz
pravdivostni hodnotu.

Oznaéme M model jazyka vyrokové logiky a ‘A formuli tohoto
jazyka. Pokud model M vede k vyhodnoceni formule s pravdivostni
hodnotou frue, fekneme, ze formule ‘A je pravdiva v modelu M

a toto zapiseme M F A.
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Opakovani logiky a logickych systému

Formule A, ktera je pravdiva ve vSech moznych modelech, je

vyrokovou tautologii, formule A, ktera neni pravdiva ve vsSech
modelech, je vyrokovou kontradikci.

OznaCme T teorii jazyka vyrokové logiky a M model tohoto jazyka.
Kdyz M |=jZl pro vSechny formule ‘A € T, potom fekneme, ze M
je modelem teorie T . Jestlize v kazdém modelu M teorie T je
formule “AA pravdiva, potom formule ‘A logicky vyplyva z teorie T,

coz zapiseme T F A.
Zavér: Lze ukazat,ze T | A pravé tehdy, kdyz T F A,

tj. formule A je formalné dokazatelna (téz odvoditelna) z T pravé
tehdy, kdyz tato formule z T logicky vyplyva.
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Opakovani logiky a logickych systému

Pr:A->B, B>C + A-C

(Ty) (T>)
1) Axiom 6.2 (A->(B->0))->(4—>B)—>(A-0)
2) Axiom 6.1 (B->C)—»>(A-> (B-0)

)
3) Mimologicky axiom T, B—-C

4) Modus ponens (3)a(2) A— (B - 0)

5) Modus ponens (4)a(1) (A— B) - (A—- 0)
6) Mimologicky axiom T; A—-B

7) Modus ponens (6)a(5) A—>C
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Predikatova logika
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Opakovani logiky a logickych systému

Predikatova logika je logicky formalismus slouzici predevsim
k symbolickemu zapisu logickeého odvozovani v matematické logice.

Poznatky zapsane symbolikou predikatovée logiky — jazykem
predikatove logiky — vyjadrime formulemi jazyka predikatove logiky.

Interpretaci symbolu, které ve formulich vystupuji, ziskame vyroky,
jimz Ize priradit pravdivostni hodnotu.

Jazyk predikatové logiky obsahuje spojky, proménne, funkeni
symboly, predikatové symboly a symboly kvantifikatoru.

Prirozeny jazyk je velmi bohaty a Casto nejednoznacny, coz je také
jeden z duvodu formalizace jazyka logiky, aby byl vyjadfovaci
prostredek unifikovany a zcela jednoznacny.
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Opakovani logiky a logickych systému

Pr.. Logické a vyznamoveé paradoxy

Paradox lhare:
Nekdo rika: ,Lzu.”
e Pokud v tomto okamziku Ize, pak neni pravda, co rika, tedy
nelze.
e Jestlize v tomto okamziku nelze, pak je pravda, co rika, tzn., ze
Ize, takze by v obou pripadech musel Ihat a nelhat souCasne, coz
zfejme neni mozne.
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Opakovani logiky a logickych systému

Jazyk predikatove logiky prvniho radu

Jazyk predikatové logiky poskytuje vyjadrovaci prostfedky nejen
pro vyjadreni stavu ulohy, ale |1 k popisu pravidel a znalosti. Je
v tomto smeru vyrazne bohatejsi nez jazyk vyrokove logiky.

Jazyk vyrokove logiky zkouma pouze, zda jsou vyroky pravdiveé Ci
nepravdive. V jazyce predikatove logiky mame oproti tomu
K dispozici symboly pro pojmenovani popisovanych objekti a také
symboly, které pojmenovavaji viastnosti objektu a vztahy mezi nimi.

Pro zapis vlastnosti objektt a relaci mezi nimi zavadime {tzv.
predikaty — symboly pro vyjadreni obecné n-arnich relaci.

Pro popis vlastnosti pouzivame jednomistné (unarni) predikaty, pro
popis relaci predikaty vicemistneé (binarni, n-arni).

© Lucie KolouSkova, Tomas Sladek, Vaclav Matousek / KIV
Uvod do znalostniho inZenyrstvi, ZS 2024/25 OL-30



Opakovani logiky a logickych systému

Pro mnozstevni vyjadreni pouzivame kvantifikaci objektu a pro jeji
symbolicky zapis tzv. kvantifikatoru.

Pro vseobecnou kvantifikaci (platici pro vSechny objekty, vlastnosti,
relace, atd.) pouzivame symbol obecného kvantifikatoru ¥, pro
vyjadreni, ze existuje alespon jeden objekt, jedna vlastnost,... pak
existencni kvantifikator 3 .

Kvantifikujeme-li v popisech nasich poznatku pouze objekty, potom
hovofime o pouziti predikatove logiky prvniho radu,
kvantifikujeme-li i vlastnosti a relace, pak hovorime o pouziti
predikatové logiky druhého, resp. vysSich radu.

Dale se budeme zabyvat pouze predikatovou logikou prvniho radu,
protoze pouze ta je formalne dokazatelna (predikatové logiky
vyS§Sich Fadu jsou pouze CasteCné dokazatelné Ci nedokazatelné).
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Syntax jazyka predikatoveé logiky prvniho radu popiseme abecedou
symboltu a postupem, jak jsou symboly skladany, aby tvorily slova
jazyka. Tato slova budeme nazyvat formulemi jazyka predikatove
logiky prvniho radu.

Kromé zakladnich symboll abecedy budeme pouzivat zavorky
a nekdy téz predikatové symboly nebo individuové konstanty
tvorene vice pismeny tak, aby byl zfejmy jejich vyznam.

Pr.. Sestaveni formuli predikatove logiky
e Nekdo ma hudebni sluch (S) a nekdo nema hudebni sluch.

(Ix S(x)) A (Ix 7S(x))
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Abecedu jazyka tvori:
1. individuové promenne — znacime malymi pismeny X, VY, z, ...
2. individuové konstanty — zapisujeme velkymi pismeny A, B, C, ...

3. funkcni symboly — znaCime malymi pismeny f, g, h, ..., kazdy
funkéni symbol ma stanoven poCet argumentu (Cetnost), které
prijima

4. predikatove symboly - oznacujeme velkymi pismeny P, Q, R, ...,
kazdy predikatovy symbol ma stanoven polet argumentu
(mistnost), ktere prijima

9. Symboly logickych spojek =, A, v, —, &
6. symboly kvantifikatoru ¥, 3
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Ze symbolu tvofime vyrazy jazyka predikatové logiky prvniho fadu:

a) Term je e individuova konstanta nebo promenna

e vyraz tvaru f(ts, to, ..., tn), kde f je n-Cetny funkCni
symbol a ty, to, ..., tn jSOu termy

b) Atfomicka formule je vyraz tvaru P (ti, t, ..., tn), kde P je
m-mistny predikatovy symbol a {4, to, ..., tm jsou termy

c) Formule je e atomicka formule
e jeden zvyrazu A, A AB, Av B, A-— B,

A< B, (Vx)A, (Ix)A, kde A, B jsou formule
a x je individuova promenna
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d) Individuova promenna se nazyva vazana, kdyz se vyskytuje
v oblasti pusobnosti obecného nebo existenéniho kvantifikato-
ru. Individuova promenna, ktera neni vazana, se nazyva
volna

e) Uzavrena formule je formule, ve které se nevyskytuji volné
promenneé

f) Literal je atomicka formule nebo jeji negace

g) Disjunkci literalti nazyvame klauzuli, nekdy téz disjunktem
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Interpretace formuli predikatove logiky 1. radu

Vyjadreni sémantiky formule — pfifazeni vyznamu vyrazum -
pouzijeme relacni strukturu:

Oznacime M relaéni strukturu, ktera je tvorena:
— nosicem D
— relacemi R* ¢ D™
— operacemi 0;:D"™ - D
Symboly jazyka predikatoveé logiky 1. radu interpretujeme takto:
a) Kazdé individuove konstanté A priradime prvek A,, nosiCe
D, A, ED.
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b) Kazdému funkCnimu symbolu f; pfiradime operaci O; stejné
Ccetnosti. Termum, které neobsahuji proménné, odpovidaji
elementy nosiCe, které ziskame provedenim prislusné operace
0; s elementy nosiCe prirazenymi podle bodu a).

c) Kazdému predikatovému symbolu P; o mistnosti k prifadime
k—arni relaci R;.

Potom relaéni strukturu ‘M = (D,0,R) nazveme interpretacni
strukturou.

Poznamka: Nekdy volime symboly jazyka tak, aby vyjadrovaly urcitou
standardni interpretaci. Napriklad jako individuove konstanty zavedeme
obvykla jména lidi — KAREL, JOSEF, ..., jako predikatové konstanty
pojmenovani vztaht mezi nimi — BRATR(x, y), SYN(otec, matka, potomek)
atd.
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Pravdivostni hodnoty prifazujeme pfi interpretaci formuli takto:

A) Uzaviena atomicka formule P(t,t,,...,t,) je pravdiva
v interpretacni strukture M, jestlize predikatovemu symbolu P

je prifazena relace R a prvky nosiCe D odpovidajici termum
ty,t,, ..., t, JSOU V relaci R.

Atomicka formule P je pravdiva v interpretaCni strukture M,
jestlize ji v teto relacni strukture vsechny interpretace I splnuiji.
Zapiseme:

ME P

© Lucie Kolougkova, Tomas Sladek, Vaclav Matousek / KIV
Uvod do znalostniho inZenyrstvi, ZS 2024/25 OL-38



Opakovani logiky a logickych systému

B) Uzavrena formule, tvorena atomickymi formulemi, logickymi
spojkami a kvantifikatory, ma pravdivostni hodnotu urcCenou
pravdivostnimi hodnotami atomickych formuli, interpretaci
logickych spojek podle obecne znamych pravidel a interpretaci
kvantifikatoru.

Kvantifikovana formule (Vx)P(x) znamena konjunkci formuli
P(x) pres vSechna mozna pfifazeni symbolu x prvkim nosi¢e D

Kvantifikovana formule (3Ix)P(x) znamena disjunkci formuli
P(x) pfes vSechna mozna pfifazeni symbolu x prvkim nosi¢e D
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Podobne jako ve vyrokové logice plati:

e Formule B logicky vyplyva z formule A, kdyz formule B je
pravdiva ve vsech interpretaCcnich strukturach, ve kterych

je pravdiva formule A.

e Formule A, ktera je logicky pravdiva v kazdé interpretacni
strukture M, se nazyva tautologie .

e Formule A a B nazyvame logicky ekvivalentni, jestlize A
logicky vyplyva z B a B logicky vyplyvaz A.
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Axiomy predikatove logiky 1. radu

Plati dfive uvedené axiomy vyrokoveé logiky (6.1) az (6.3):
e (A-(B—-A))

¢ (A-(B—-C)) > ((A-B) - (A-C()))
e (("B—->"A) > (("B—->A)—>3))

Dale plati:
o (VX) A(x) — A(t)
pokud term t neobsahuje proménné vazanév A .
e (VX)(A—->B) - (A—-(Vx)B)

kdyz formule A neobsahuje volnou proménnou Xx .

(6.1)
(6.2)
(6.3)

(6.4)

(6.5)
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Odvozovacimi pravidly jsou:

e Pravidlo modus ponens:
(AA(A->B)) > B

e Pravidlo generalizace:
A - (Vx) A ((vx) A vyplyvaz A)

Definice: Formule A predikatové logiky 1. fadu je formalné
dokazatelna z axiomu predikatové logiky 1.fradu, jestlize existuje
dukaz vyuzivajici uvedena dvé odvozovaci pravidla.
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Odvozovani v predikatove logice 1. radu

Podobné jako v pfipadé vyrokové logiky muzeme k axiomum pridat
dalsi formule — mimologické axiomy. Mnozinu mimologickych
axiomu T pak nazveme teorii jazyka predikatové logiky 1. radu.

Dedukci, tj. pouzitim odvozovacich pravidel, muzeme z teorie T

dokazat dalSi formule. Jestlize formule A je formalné dokazatelna
z teorie T (jeteorememyv T ), piSeme:

ThA
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Necht M je interpretaCni struktura. Jestlize vsechny axiomy teorie
T jsou v M pravdivé, fikame, ze 2M je modelem teorie T a piSeme:

MET

Rekneme, Ze formule AA je pravdiva v teorii T, jestlize je pravdiva
v kazdem jejim modelu. Piseme:

TEA

Lze dokazat (podle Godela), ze formule jazyka predikatové logiky je
formalné dokazatelna z teorie T prave tehdy, kdyz je pravdivav T :

TFA « TEA
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Shrnuti definic

1.

Je-li A spravné vytvorena formule, ktera je pravdiva
v interpretaci M, potom M je modelem A .

Logicky pravdiva formule (tautologie) je formule, ktera je
pravdiva ve vSech svych interpretacich.

Formule je splnitelna, jestlize existuje alespon jedna
iInterpretace, ve které je pravdiva.

Formule neni logicky pravdiva, jestlize neni pravdiva alespon
v jedné sve interpretaci.

Formule je nesplnitelna (kontradikce), jestlize neni pravdiva
v zadné sveé interpretaci.
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6. Literal je atomicka formule (atom) nebo negace atomu.

/. Disjunktivni normalni forma (DNF):
A=A, V..VA,, n=1
A; ... konjunkce literalu

8. Konjunktivni normalni forma (KNF):
A=A N.. NA,,, n=>1
A; ... disjunkce literalu

9. Disjunkce literalu L, Vv ... V L, se nazyva klauzule.
10. Klauzule obsahuijici 1 literal je jednotkova klauzule.

11. Klauzule neobsahujici zadny literal je prazdna klauzule.

12. Klauzule obsahujici komplementarni par je tautologie.
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Rezolucni metoda a dokazovani
teorému
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Dokazovani formuli jazyka vyrokove logiky Ci jazyka predikatove
logiky 1.fadu z axiomu pfislusného logického kalkulu vySe
uvedenymi odvozovacimi pravidly je sice korektni, ale z hlediska
vypocetni slozitosti neefektivni.

V roce 1965 prisel J. A. Robinson s postupem odvozovani, ktery
vede k navrhu algoritmu pouzitelnych pro automatické dokazovani
formuli vyrokové a predikatove logiky. Tento postup byl pozdeji
nazvan rezolucéni metodou, resp. rezolucnim principem.

Dukaz, Zze vySetfovany teorém logicky vyplyva z axiomu (z dané
teorie T), je pri pouziti rezolucni metody zalozen na tvrzeni, ze
vyplyva-li teorem z dané teorie, pak neexistuje model teorie T,
v némz by byla pravdiva negace dokazovaného teorému. Axiomy
z teorie T a negace dokazovaneho teoremu tak musi veést ke sporu.
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Rezolucni metoda ve vyrokove logice

Aplikace rezolucni metody na formule vyrokoveé logiky vyzaduje, aby
formule teorie T byly ve tvaru klauzuli, tj. disjunktu literalu.
Literalem v jazyce vyrokové logiky nazveme vyrokove promenne
nebo jejich negace.

Jestlize formule teorie T nejsou klauzulemi, nahradime je logicky
ekvivalentnimi formulemi, ktere jsou klauzulemi, nebo postupujeme
podle nasledujiciho algoritmu: Neni-li néjaka formule ‘A z teorie T
klauzuli, upravime ji na tvar

CinGnha ... nG,

kde (; jsou klauzule.
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Z teorie T vynechame formuli /A a pfidame klauzule Ci, (, ..., Gh.
Noveé vzniklou teorii oznacime T~ a bude mit tvar

T = (T_{ﬂ}) U {C1, (o, ..., Cn}

Kazdy model teorie T  je takée modelem teorie T a naopak.
V modelu, v némz je formule A pravdiva, je pravdiva také formule

Ci A G2 A...A Gy, a proto museji byt v tomto modelu pravdivé
také klauzule (1, (5, ..., Gh.

V dalsim méjme dany dve klauzule ve tvaru
AviLiviov..vLp a "AvMvMv..vMn,

kde A, Li, M jsou literaly, Li=M; pro i=1,...,n, j=1, ..., m. Tyto
klauzule nazveme rodicovskeé.
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Rodicovské klauzule urCené k rezoluci se vyznacuji tim, ze obsahuiji
tzv. par komplementarnich literalti — jedna z rodiCovskych klauzuli
obsahuje literal A, druha pak jeho negaci 7A. Rezoluci odvodime
z techto dvou rodiCovskych klauzuli novou klauzuli, kterou nazveme
jejich rezolventou. Rezolventa vznikne disjunkci rodiCovskych
klauzuli s vynechanim paru komplementarnich literald, Cili

Liviov..vLovMiNv Mov ... v M.

Jestlize k mnoziné klauzuli (teorii T, resp. T ) neexistuje zadny
model, v nemz by negace teoremu byla pravdiva, lze odvodit
postupnym opakovanim rezolucni metody prazdnou klauzuli
(budeme ji oznaCovat o), ktera neni pravdiva a predstavuje spor.
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Pr.. Megmeformuli T={-Av B, "Bv C, "Cv D, "D v "E }, mame
dokazat, ze i formule —A v 7E je logicky pravdiva:

Rezolucni metodou dokazeme, ze spojeni T s formuli ~(7A v 7E)
vede ke sporu.

eT'={7AvB "BvC, "CvD, "Dv-E ~(7Av -E)}

rozsireni o dokazovanou formuli

eT'={-AvB, ~BvC,~CvD,"Dv-E A E}

po Uprave

Postup rezolucni metody znazornime derivacnim stromem:
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Rezolucni metoda v predikatove logice 1. radu

V jazyce predikatove logiky je hledani paru komplementarnich

rv v v s v . VAL a4

treba porovnavat odpovidajici si termy a hledat vhodné substituce
v klauzulich.

Napr. literaly P(x, f(A)) a 7P(B, z) se stanou komplementarnim
parem, pokud proménna x je rovna konstante B a proménna z
termu f(A).

© Lucie KolouSkova, Tomas Sladek, Vaclav Matousek / KIV
Uvod do znalostniho inZenyrstvi, ZS 2024/25 OL-54



Opakovani logiky a logickych systému

Nalezeni vhodné substituce s je dulezitym krokem rezoluéniho
dokazovani formuli jazyka predikatové logiky 1.fadu. SpocCiva
v nahrazeni vSech vyskytd proménné x; termem f. Substituci
zapiseme

S = { t/x1, to/xo, ..., tn/Xn}.

Term t;, kterym substituujeme, nesmi obsahovat promennou Xx;
kterou nahrazuje.

Pro zjednoduseni zapisu zapiSeme opéet klauzule jako mnoziny
literalt, napf. klauzuli

C=1L1v Ly v..vL, zapiseme C = {L1, Lo, ..., Ln}
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Definice: Literal L’ nazveme instanci literalu L, jestlize jej
ziskame ne€jakou substituci s vliteralu L. Pakplati L’ = L s.

Priklad: Literaly L'=Q(x, A, f(C)) a L”=Q(B, A, f(C)) jsou
instancemi literalu L = Q(x, A, f(y)), vnémz jsme postupné
aplikovali s1={C/y} a s2={B/x} takove, ze plati:

L’=Lss a L7 =L"s>=LSs1S

Definice: Instance, ktera neobsahuje promeénneé, se nazyva
zakladni instance.

Definice: Substituce s se nazyva unifikator klauzule C={L;,
Lo, ..., Ln}, jestlize plati:

L1s =Lxs =...=LpS
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Priklad: Substituce s = {B/x, A/z, C/y, f(C)/w} je unifikatorem
klauzule C = { Q( x, A, f(y) ), Q(B, z, w) }. Protoze oba literaly maji
po provedeni substituce tvar Q( B, A, f(C) ), stavaji se zakladnimi
iInstancemi.

Jednodussim unifikatorem je substituce g = { B/x, A/z, f(y)/w }. Jeji
aplikaci ziskame instance Q( B, A, f(y) ), které nejsou zakladni, diky
cemuz lze v nasledujicich krocich aplikovat dalSi substituce.

Definice: Unifikator g klauzule C se nazyva nejobecnéjsi
unifikator této klauzule, jestlize pro libovolny jiny unifikator s
klauzule C plati, ze:

C s je instanci klauzule Cg.
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Meéjme nyni klauzule Cy, C, s havzajem ruznymi promennymi:

Cl — {Ll} a Cz — {M]} I = 1,2,...,n ] — 1,2,...,m

Dale méjme klauzule C; a C, takové, ze
Ci ={L;} c ¢ G = {Mj,} c (G
améjme g jako nejobecnéjsi unifikator klauzule C; U {=M;} .
Potom klauzule
(Ci—CDg v (C;—-Cg

je rezolventou klauzuli ¢; a G,
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Pr.. Pozorovanim vymezené oblasti (zde zoologie) jsme zjistili
nasledujici poznatky:

1. Kazda ryba ma zabry.
2. Savci nemaji zabry.
3. Nekteri savci dovedou plavat.

Ukolem je dokézat tvrzeni (zavér), Ze:
Nekteri zivoCichové dovedou plavat a pritom nejsou ryby.
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V' jazyce predikatove logiky 1. radu vyjadrime tyto poznatky
nasledovne:
e individuova promenna x bude reprezentovat zivocichy
e predikatovy symbol RYBA bude prifrazen vlastnosti ,byt rybou”
e predikatovy symbol MA ZABRY ozna&uje Zivodichy se Zabrami
e predikat SAVEC(x) predstavuje, ze zivoCich x je savec
e predikat PLAVE(x) vyjadruje, ze zivoCich x umi plavat

Atomicka formule RYBA(x) bude pravdiva tehdy, pokud oznacuje
rybu, formule PLAVE(x) bude pravdiva, pokud zivoCich dovede

plavat.
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Formule predikatove logiky 1. radu zapiseme:

1. (VX)(RYBA(x) > MA_ZABRY(x))

2. (VX)(SAVEC(x) -» — MA ZABRY(x))

3. (AX)(SAVEC(x) n PLAVE(x))
Ukolem je dokéazat platnost teorému

4. (Ax)(PLAVE(x) A~ — RYBA(x))
Tvrzeni teoremu je logicky pravdivé tehdy a jen tehdy, pokud formule
[((VX)(RYBA(x) = MA_ZABRY(x)) A (VX)(SAVEC(x) = — MA_ZABRY(x)) A
A (AX)(SAVEC(x) A PLAVE(x))] = (3x)(PLAVE(x) A — RYBA(X))
je logicky pravdiva, resp. formule
[((VX)(RYBA(x) = MA_ZABRY(x)) A (VX)(SAVEC(x) > — MA ZABRY(x)) A
A (AX)(SAVEC(x) N PLAVE(x))] A — (Ax)(PLAVE(x) A — RYBA(x))
je nesplnitelna pro jakoukoli hodnotu promenneé x .
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Prevedenim formuli do klauzularniho tvaru dostaneme
1. = RYBA(x) v NW{;ZAEH?YOQ

2. - SAVEC(y) v — MA_ZABRY(y)
3. SAVEC(A)

PLAVE(A)

4. — PLAVE(z) v RYBA(2z)
resp.

1. {= RYBA(x), MA_ZABRY/(x)}

2. {— SAVEC(y), — MA_ZABRY(y)}
3. {SAVEC(A))

[PLAVE(A)}
4. [~ PLAVE(z), RYBA(z)} .
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Dudkaz odvodime opakovanym pouzitim rezoluéni metody na klauzule 7 az
4 a rozsirovanim mnoziny klauzuli o rezolventy — viz nasledujici obrazek:

—~SAVEC(y) v - MA_ZABRY(y) SAVEC(A) —RYBA(x) v MA_ZABRY(x) —PLAVE(z) v RYBA(2) PLAVE(A)
gi={Aly}
. MA_ZABRY(A) g={AX]
g={A/z}
—RYBA(A)
—PLAVE(A)
[]
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PRENEXNIi NORMALNi FORMA FORMULI

UrCovani logické pravdivosti formuli — postupy unifikovany — na
zakladé specialniho typu formuli predikatové logiky se urcuje jejich
logicka pravdivost, resp. nesplnitelnost.

Definice: Formule A se nachazi v prenexni normalni formé, pokud
ma tvar

(Q1x1)...(Qnxn) M,

kde (Qixi), i=1,...,n je prefix formule (Vxi) nebo (Ix),
M je tzv. matice formule, ktera neobsahuje Zadné kvantifikatory.

Tvrzeni: Pomoci ekvivalentnich uprav se da kazda spravné
vytvorena formule predikatove logiky prevést do PNF.
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Pravidla pro prevod formule do PNF:
(a) (Qx)F(x) v G = (Qx)[F(x) v G]
(b) (Qx)F(x) A G = (Qx)[F(x) A G]
- dosah kvantifikatort se da rozsifit, pokud nedojde ke zméné
volné proménné na vazanou

(¢) = (VX)F(x)) = (3x)( = F(x))
(d) = ((Ex)F(x)) = (VX)( = F(x))

Pravidla pro vytknuti kvantifikatoru z matice do prefixu:
(e) (VX)F(x) n (YX)H(x) = (VX)(F(x) A H(x))
(1) (3x)F(x) v (3x)H(x) = (Ax)(F(x) v H(X))
(9) (Qix)F(x) v (Q2x)H(x) = (Qix)(Q2z)(F(x) v H(z))
(h) (Qsx)F(x) A (Qax)H(x) = (Qsx)(Qsz)(F(x) A H(z))
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Algoritmus prevodu spravne vytvorenych formuli do PNF
1) Eliminace kvantifikatoru (Vx) nebo (3x), v jejichz dosahu se
nevyskytuje kvantifikovana promeénna.
2) Odstranéni spojek —» a «» (pravidla 1, 2).
3) Opakované pouziti pravidla 9 a pravidel (a) az (d) pro presun
v8ech negaci tésné k atomum.
4) Provedeni vsech potrebnych prejmenovani proménnych.
5) Aplikace pravidel pro vytknuti kvantifikatoru z matice formule do
jejino prefixu — pravidla (e) az (h).
Poznamka: Je-li matice M formule A v konjunktivni forme, pak formu

nazyvame konjunktivni prenexni normalni formou. Obdobne
hovorime o disjunktivni prenexni normalni forme.
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Pr.: Prevedte do PNF formuli
(VX)UVY)(P(x) v (V2)Q(z,y)) — — (VY)R(XY)]
Reseni:
VX)UVY)(P(x) v (VZ)Q(z,y) —> — (VY)R(X%Y)] =02
(VX)L = (VY)(P(x) v (V2)Q(z,y))) v = (VY)R(XY)] =)
(VX)L (Ay)(= P(x) A (32) = Q(z,y)) v (y) = R(x,¥)] =@

(VX)[ = P(x) A (Ay)(F2) =Q(z,y) v (3y1) = R(x.y1)] =)
(VX)[32)(3y)Ey)l( = P(x) A= Q(z,y)) v = R(x,y1)] =

(VX)(32)3y)Ey (= P(X) v = R(xy1)) A (= Q(zy) v = R(X,y1))]
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Prevod formuli predikatove logiky 1. radu do

klauzularniho tvaru

Prevod obecné formule F jazyka predikatové logiky prvniho radu,
napr.

(VP ) > {VN[PG) VR, )] A =(VN[PY) = Q. 0]}
na klauzularni tvar provedeme v deseti krocich:

1. Neni-li formule F uzavrena, tj. obsahuje-li volné promeénng,
vytvorime existencni uzaver formule F tak, ze vSechny volné
proménne kvantifikujeme existencnim kvantifikatorem. Uzaver
F zapiseme (3x)...(3z) (F), kde symboly x, ..., z reprezentuji
vsechny volné proménne ve formuli F.
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2. Ve formuli F se vyskytujici ekvivalence a implikace nahradime
ekvivalentnimi formulemi:

(VP (x) = {("NIPG) VA, ] A =(YW[PK) ~ @y, x)]}}
(V=P ) V{VWI[PO) V QG ] A=(YN[-P() V Q(y, x)]}}

3. Upravime formuli tak, aby se negace vztahovaly jen na atomy,
tj. prevedeme negace ,dovnitf* jednotlivych vyrazu nasledovné:

—(@x)P(x) < (Vx)(—=P(x))
—-(Vx)P(x) < (3Ix)(—=P(x))

Dale pouzijeme De Morganova pravidla a ziskame tvar:

(VO{=Px) VIVMIPO) VRG] A ENIPY) A—Q(y, )]}
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4. Prejmenujeme kvantifikované promenné tak, aby se v ramci
platnosti kvantifikatoru lisily (odstranéni viceznaCnosti):

(V=P () VIVNIPG) VR, )] A @NIPY) A—=QY, x)]}}
(VO{=P) VIVWIPOIV Q] A 32)[P(2) A—Q(z )]}

5. Vylou€ime existencni kvantifikatory: Vyraz (Vx)(dz)P(z2)
znamena, ze pro kazde x existuje z takove, ze plati P(z) -
to vyjadfime Skolemovou funkci z = f(x). Vyraz (3z)P(z)
nahradime Skolemovou funkci bez argumentt — z = A, kde A
je individuova konstanta, tedy (3z)P(z) nahradime P(A) .

(VO{=P) VIYNIPO) VR, ] A [P(F()) A=Q(f (x), )]}
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6. VSeobecné kvantifikatory presuneme na zacatek formule, do
prefixu formule. Zbytek formule nazyvame matici formule. Tento
tvar nazyvame prenexni normalni forma formule:

(VO{=P) VIVWIPOIV QG ] A [P(F()) A—=Q(f (x), )13}
(V) (YYH{=P) VPO VR, ] A [P(F(x)) A—=Q(f (x), )]}

/. VSechny proméenné formule jsou vSeobecné kvantifikovany, na
poradi kvantifikatord nezalezi. Formule je tak splnéna pro

vSechny hodnoty, takze pro jednoduchost zapisu muzeme
prefix vynechat:

P VP VA Y] A [P(F(x))A-Q(f(x), x)]}
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8. Matici formule prevedeme na konjunkci klauzuli pouzitim
ekvivalentnich formuli:

—P)VUPY) VR, Y)] A [P(F(x)) A=Q(f(x), x)]}
[P VP VR A=Px) V[P (X)) A=Q(f (%), x)]}
[=P() VPV QI A[=P)VP(f(x)]Al-P(x)V-Q(f(x),x)]

9. Vyrazy v hranatych zavorkach jsou nyni klauzulemi. Konjunkci
klauzuli Ize nahradit mnozinou klauzuli:

([_'P(x) vV P(y) Vv Q(xr y)]r\
[—=P() vV P(f(x))],
L [=P(x) V=Q(f(x),x)] J

A
h'd
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Klauzule Ize dale vyjadfit jako mnoziny literalu:

{_'P(x)»P(Y); Q(X»Y)},
{=P(0), P(f(0))},
(=P (x), =Q(f (x), x)}

10. Proménné prejmenujeme tak, aby kazda promenna byla
obsazena nejvyse v jedné klauzuli:

{_'P (a), P(b), Q(a, b)},
{=P(0), P(f(©)}
(—P(d),—Q(f(d), d)}

Pavodni logickou formuli jsme tak prfevedli na mnozinu klauzuli
neobsahujicich stejné proménné, zapsanych jako mnoziny literald.
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ZAVER

Rezoluéni metoda umoznuje dokazovani teorému z dané vychozi
teorie, neni vSak obecnym predpisem k reseni zadaného problemu,
protoze napf. jednoznacné neurcuje, které klauzule v daném kroku
vybrat pro rezoluci jako rodiCovske. Generovani vsech moznych

rezoluci vede ke kombinatorické explozi, a proto je treba zvolit
vhodnou ridici strateqii.

NejjednodusSsi moznosti je volba prohledavani do sirky, to je ale
znacné neefektivni.
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Jiné strategie napr. pozaduji, aby jako rodiCovska byla prednostné
vybrana klauzule, kterou tvori jediny literal, nebot rezolventa bude
obsahovat méné literalu nez druha z rodiCovskych klauzuli, dale Ize
nalézt strategii, ktera pozaduje, aby alespon jedna z rodiCovskych
klauzuli byla negaci odvozeneho teoréemu nebo byla z této klauzule
v nékterém z prfedchozich kroku odvozena.

Mezi efektivnéjsi postupy patri strategie, které minimalizuji
prohledavany derivacni strom.
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